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Teoria da Elasticidade

Problema

Corpo sujeito a agao de
esforcos externos (forgas,

momentos, etc.) F
Determinar
» Esforcos internos (tensoes)
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e Deformacoes

 Deslocamentos
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Teoria da Elasticidade

* Equacgdes de Equilibrio
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Teoria da Elasticidade

* Relacoes entre deslocamentos e deformacoes
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Teoria da Elasticidade

e Relacgdes constitutivas (tensao vs. deformacao)
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Teoria da Elasticidade

e 15 Equacoes
— Equilibrio (3)
— Deformacao vs. Deslocamentos (6)
— Tensao vs. Deformacao (6)

e 15 Varnaveis: F,
Uy, U, U,
.,0,,0.,0,,0_,0,
Er€,,E.,E,,E_,E,

e Condicoes de contorno
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Teoria de Vigas

e
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Cilindros de Paredes Grossas
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Cilindros de Paredes Grossas

Coordenadas Cilindricas

3
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Cilindros de Paredes Grossas

TensOes em Coordenadas Cilindricas
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Equilibrio

Coordenadas Cilindricas
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Relacoes Deslocamentos vs. Deformacoes

Coordenadas Cilindricas
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Relacoes Tensoes vs. Deformacoes

(Eq. Constitutivas)

Coordenadas Cilindricas
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Cilindros de Paredes Grossas
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Cilindros de Paredes Grossas

Simetria Axial (Problema Axissimétrico)
e Coordenadas cilindricas

* Deslocamento circunferencial € nulo (u,= 0)
* Tensoes e deslocamentos nao variam com 6

* Como o carregamento axial € uniforme (g, = cte), tensdes € 0
deslocamento radial ndo variam com a coordenada z (hipdtese
que pode ser posteriormente verificada). Além disso, adota-se
a hipotese de que, devido ao carregamento uniforme axial, o
deslocamneto u_ varia apenas com a coordenada z.

« Estado plano de deformacao: tensoes e deformagodes axiais
estdo desacopladas das tensoes e deformagdes no plano
produzidas pela pressao interna ou externa
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Cilindros de Paredes Grossas (g, =0)
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Cilindros de paredes grossas

Solucao de Lameé , ) 2
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢

* Pressdo Interna (p, =0 e p, = P)
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame (pressao interna)
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢

X=3
1.0

0.8 -
0.6 -

0.4 H

o o02-
PD/2t

0.0 -

-0.2 1

0.4
06 —O0

-0.8—_ O

10— ¢ vy b
0.0 0.1 0.2 0.3 0.4 0.5 0.6 0.7 0.8 0.9 1.0

2riD

06

Mecanica dos Solidos Il



Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Cilindros de paredes grossas
Solucao de Lame¢
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Problema 1

Na figura ao lado

ary=40 mm
a by =60 mm
,,,,,,,,,, b b,=100 mm

Determine o valor de a;
para que a tensao
compressiva de contato

entre o tubo e a jaqueta
seja de — 50 MPa.

Tanto o tubo quanto a
jaqueta sao fabricados do

mesmo material com:

E =200 GPa
v=0.3
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Problema 1 (Sol.)
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Jaqueta

a,+0,=b;- 0y

5T = ur(bT)

6J = ur(aJ)
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Problema 1 (Sol.)

T R OLRI R0

(b% —dp

Pby B 2 2
E(b]% _a%)((l V)bT + (1+V)aT)

5, =
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Problema 1 (Sol.)

e
T

v
"
eeeeeeee

Y
S _ D _
A p Ju— ju—
:
7 ;
,,,,,,, =
S 0
7

ffffff

,,,,,,, Pa
i J 2 2
. u,,(aj)= — - (l—v)aj+(l+v)bj
s A )
2 E (bJ —a, )
i i

eeeeeeeeeeeeeeeeee

- IPaJ
_E(bf—az

0, )(l—v)af +(1+v)b?

Jaqueta

Mecanica dos Soélidos i



Problema 1 (Sol.)

O valor de a, € obtido a partir da equacgao:

P
a, + E(bfa_Jag )((1 ~v)a? +(1 +V)b3)

b - Pb; 2)((1_1/)19% +(1+V)a§)

E(b% —-as
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Problema 1 (Sol.)

0
a =b;

Repetir enquanto a?” —a’ > tolerancia

P
an+1 _ bT _ bT

! E(b% —-as

Pa”

E(b? ~(a” )2)

Apos a segunda interagao:

a, =59.93 mm

2)((1-1/)195 +(1+v)a%)

J ((l_v)(ag)l +(1+v)0?)
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Na figura ao lado

Problema 2

ar=40.00 mm

ar b;=60.00 mm
N a;=59.93 ,mm
b,=100.00 mm

Tanto o tubo quanto a
jaqueta sao do mesmo
material com:

E =200 GPa
v=0.3

Determine a maxima
tensao circunferencial
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Problema 2 (Sol.)

e
S

bT
N\ a,+0,=b;= 0y
5T=_ur(bT)
6.]: ur(aJ)
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Problema 2 (Sol.)

p. =250 MPa
p, =P
2azb, (1= + (Lev)ai by
E(b%—a%)pi-l_ E(bﬁ—a%) g
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Problema 2 (Sol.)

: i 7
e

= E(bf —af) (I—V)af +(1+V)bf
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Problema 2 (Sol.)

a, + Fa, \((l—v)a3+(l+v)b3)

E(bf —a%)
B 2,“%pr1' - ,PbT A(1 A, 2 2
=b; + E(bﬁ —a%) E(bﬁ —a%)((l v)bT + (1 +v)aT)
Resolvendo para P
2azb, p.
b, + A
Pe_ " Elpp-ap) ™ ~134.24 MPa
aJ((l —V}af + (1 -\l-v)bf)+ bT(<1 _V,)b% + (1 -!-V)a%)
E(bf—af) E(bﬁ—a%)
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Problema 2 (Sol.)

Tensao circunferencial
maxima no tubo jaquetado

max{agg } =Oggla;) =

max {0, | = 166.75 MPa
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Problema 2 (Sol.)

049 =150.47 MPa
o, =0

0,4, =285.3 MPa
o, =-134.24 MPa

O =166.75 MPa
o, =-250 MPa
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Problema 2 (Sol.) Oy =95.24 MPa
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A NP (s,
f,?//,»:ff,?//,
e

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

Tubo Homogéneo

Tensao circunferencial maxima num

;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;;

tubo sem a jaqueta (raio interno d, e ”’"”' ,,,,,,,, ,:,f’ff:,f;: '

raio externo b ) 2,57

max,o o) '
axX{Opg} = Ogglar) = (bz Ta l)pl 0, = 345.24 MPa

= —-250 MPa

Max{0,, | = 345.24 MPa
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Problema 2 (Sol.)

400.0

Tubo Homogéneo R
Onp — _ _ _ \
300.0 00 N
Opp ——-- ~
~
~
200.0 R
Tubo com Interferéncia ~
(0}
100.0 60
O
0.0
0 10 20 30
-100.0
-200.0
-300.0

-
—
—
- —
—

Mecanica dos Soélidos i



Problema 2 (Sol.)
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Exercicio 1: P1 2008

Problema 2. O vaso de pressao cilindrico esquematicamente
mostrado na figura ao lado, cujo material tem limite de
escoamento de 350 MPa, foi dimensionado para operar a uma
pressao interna maxima de 5.000 psi (34,5 MPa). Seu raio

externo, b, mede 90,5 mm e seu raio interno, a, mede 41,3 mm.

Calcule as tensdes normais radial, circunferencial e axial
maximas quando o vaso esta sob a pressao maxima de
operacgao. Considerando os critérios de escoamento de
von Mises e Tresca, determine os respectivos fatores de
seguranca de operagao (3,0 pontos).

Y

!
m

N\

),
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Exercicio 1 (cont.)

Tensao | Parede Interna do Tubo
2/ 2
1
o o =0, = (1’2/"—2+)P — 52,6 MPa
(b*/a* -1)

o, =0 —;P—MMPa
02 2 zz (bz/az _ 1) 2
o, 0, =0, =—-P=-345MPa

1

T ax T = 5(01 -0,)=43,6 MPa
Oy Oy = 75,5 MPa

Tresca Fy =Sy /OVM =4,64
FS

Von Mises | F, =S, /2t =4,02

rr

Q
e
oS O

o o
=)
Q
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Exercicio 2: P1 2012

Problema 2. Um tubo fechado em suas duas extremidades encontra-se submetido a uma presséao interna de
4.000 psi (27,6 MPa) enquanto simultaneamente sofre a agdo de um torque de 1,6 N - m. O didametro interno e
a espessura do tubo sao, respectivamente, 1/4” (6.35 mm) e 0,0305” (0,775 mm). O limite de escoamento do
material do tubo, Sy, € de 290 MPa. Determine os fatores de seguranga contra o escoamento considerando os
critérios de von Mises e Tresca. (2,5 pontos)

O,,- Tensao circunferencial devido a pressao

interna
o, o, 0
O . - Tensao radial devido a presséao interna
" o] = O, O
O .- Tensao axial devido a pressao interna 0 0 o

rr

O ., - Tensao cisalhante devido a torgéo
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Tensao

Parede Interna do Tubo

Parede Externa do Tubo

(b*/a* +1) 2
o == "2 p=128 MP, 0,y =———+——P=101 MPa
O Ty P ¢ T (b*a? -1)
o, o, =-P=-27.6 MPa o,=0
1 1
o, |0.=——5—P=504MPa o, =—5——P=50.4MPa
(b*/a® -1) (b*/a® -1)
T T
OxH O'x5=a#=22.8MPa UX9=bﬁ=28.4MPCI
a(b* -a*)/2 a(b* -a*)/2
o, |o,=22"% _g94MmPa o, =20 %% _ 756 MPa
R | R- \/(0'99%0”)2 +o, =452MPa | R= \/(%)2 +0.,7 =38.0 MPa
o, 0, =0,, +R=135MPa 0, =0, +R=114 MPa
o, 0, =0, —R =442 MPa 0,=0, -R=37.7TMPa
o, o, =0, =-27.6 MPa o,=0,=0.0
o, | 0, =141 MPa 0,,, =100 MPa
7. |7, =81.1MPa 7. =56.8 MPa
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Exercicio 2 (cont.)

A parede interna é a mais carregada. Portanto, os fatores de seguranca sao:

FS, =" 2206 Fs,  =Sr/2

Tresca

OVM Tm ax

=1.79
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Exercicio 3: P1 2011

Problema 2. (3,5 pontos) Considere um tubo de aco, com raios externo de 50 mm e interno de 30
mm, internamente revestido por uma camada de material termoplastico com espessura de 2 mm. O
modulo de elasticidade e coeficiente de Poisson do ago sédo respectivamente 200 GPa e 0,3. O
modulo de elasticidade do revestimento interno € de 10 GPa. O tubo, que contém um gas corrosivo a
pressao atmosférica, € submetido a uma pressdo externa de 20 MPa. A tensdao de compressao
produzida no revestimento interno ndo pode ultrapassar -70 MPa. Determine a tensao no revestimento
e verifique se a pressao externa pode ser aumentada. Caso possivel, de quanto poderia ser este
aumento? (Considere o revestimento como um tubo de parede fina.)

Tubo: E; =200 GPa, v=0,3

Revestimento: £, = 10 GPa
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Exercicio 3 (cont.)

Tubo (deslocamento radial)
(1 —vp)r + (1 +vp)(b?/7) o (1 —vp)(b?%/a®)r + (1 + vp)(b?/7)

= <r<
() Ep(b2/a® — 1) Pi Ep(b%/a? — 1) Po, @asT<h
Revestimento (variagao do raio do revestimento)
Aa  pia
a  Egt
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Exercicio 3 (cont.)

Compatibilidade geométrica: 4a = u,(a)

pia®> (1 —vp)a+ (1 +vp)(b?/a) 2(b%/a)
Egt E,(b%/aZ = 1) Pi T F % /az — )P
Logo:

[a? A-vpa+@A+up)B2/] [ 2(b%/a)
Pi= gt E;(b%/a? — 1) (ET(bZ/aZ - 1)) Po

Substituindo-se os valores:

p; = 0,205 MPa

A tensao circunferencial na parede do revestimento é:
ogp = —p;a/t = —3,10 MPa

A pressao externa pode ser aumentada por um fator 22,6 , até um valor maximo de 452 MPa.
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