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Problema 1 (2,5 pontos) 

 

Barra (1) 
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൅ ݊ ൌ 0  ֜    ଵܰሺݔଵሻ ൌ െ݊ݔଵ ൅ ܿଵ 

ଵݑ݀
ଵݔ݀
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ܣܧ
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ଵଶݔ݊

ܣܧ2
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ܿଵݔଵ
ܣܧ

൅ ݀ଵ 
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Barra (2) 

݀ ଶܰ

ଶݔ݀
ൌ 0  ֜    ଶܰሺݔଶሻ ൌ ܿଶ 

ଶݑ݀
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ଶܰሺݔଶሻ ൌ ܿଶ 

ଶሻݔଶሺݑ ൌ
ܿଶݔଶ
ܣܧ

 

(a) Imediatamente antes das barras entrarem em contato: ݊ ൌ ݊஼, ݑଵሺܮሻ ൌ ሻܮe ଵܰሺ ,ߜ  ൌ ଶܰሺܮሻ ൌ 0 

ଵܰሺܮሻ ൌ െ݊஼ܮ ൅ ܿଵ ൌ 0  ֜    ܿଵ ൌ ݊஼ܮ 

ሻܮଵሺݑ ൌ
ܮሺ2݊஼ܮ െ ݊஼ܮሻ

ܣܧ2
ൌ  ߜ ֜   ݊஼ ൌ

ߜܣܧ2
ଶܮ

 

(b) Após as barras entrarem em contato, para cada incremento ∆݊ na força distribuída, o acréscimo 

no deslocamento da extremidade da barra da esquerda será ∆ݑଵ ൌ ሻܮଵሺݑ െ  Como as duas barras .ߜ

estão em contato, devemos ter ∆ݑଵ ൌ െݑଶሺܮሻ. A força de contato (compressiva) entre as barras é ܰ. 

 
Barra (1) 

ଵܰሺݔଵሻ ൌ െ∆݊ ݔଵ ൅ ܿଵ 

ଵሻݔଵሺݑ∆ ൌ
ଵሺ2ܿଵݔ െ ଵሻݔ ݊∆

ܣܧ2
 

Barra (2) 

ଶܰሺݔଶሻ ൌ ܿଶ 

ଶሻݔଶሺݑ ൌ
ܿଶݔଶ
ܣܧ
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ଵܰሺܮሻ ൌ െ∆݊ ܮ ൅ ܿଵ ൌ െܰ  ֜    ܿଵ ൌ ܮ ݊∆ െ ܰ 
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ଶܰሺܮሻ ൌ ܿଶ ൌ െܰ 

ሻܮଶሺݑ ൌ െ
ܮܰ
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ൌ
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4

 

Para ݊ ൌ 2݊஼, ∆݊ ൌ ݊ െ ݊஼ ൌ ݊஼ ൌ ߜܣܧ2 ⁄ଶܮ . Portanto a força de contato será: 

 

ܰ ൌ
ߜܣܧ
ܮ2

 

 

Problema 2 (2,5 pontos) 

௫௫ߪ ൌ ௫ݐ ൌ 120 MPa 

௬௬ߪ ൌ ௬ݐ ൌ 200 MPa  

௫௬ߪ ൌ 0  

 

௫ᇲ௫ᇲߪ ൌ ሺ30°ሻߪ ൌ
௫௫ߪ ൅ ௬௬ߪ

2
൅
௫௫ߪ െ ௬௬ߪ

2
cos 60° ൅ ௫௬ߪ sin 60° ൌ 140 MPa 

௬ᇲ௬ᇲߪ ൌ ሺ120°ሻߪ ൌ
௫௫ߪ ൅ ௬௬ߪ

2
൅
௫௫ߪ െ ௬௬ߪ

2
cos 240° ൅ ௫௬ߪ sin 240° ൌ 180 MPa 

௫ᇲ௬ᇲߪ ൌ ߬ሺ30°ሻ ൌ െ
௫௫ߪ െ ௬௬ߪ

2
sin 60° ൅ ௫௬ߪ cos 60° ൌ 34,6 MPa 

As direções ݕ ,ݔ e ݖ coincidem com as direções principais, portanto, ordenando-se ߪଵ ൐ ଶߪ ൐  :ଷߪ

ଵߪ ൌ ௬௬ߪ ൌ 200 MPa  

ଶߪ ൌ ௫௫ߪ ൌ 120 MPa  

ଷߪ ൌ ௭௭ߪ ൌ 0 

Logo 

߬୫ୟ୶ ൌ
ଵߪ െ ଷߪ

2
ൌ 100 MPa 

 

Problema 3 (2,5 pontos) 

No plano ݕݔ: 

௠ߪ ൌ
௫௫ߪ ൅ ௬௬ߪ

2
ൌ 130 MPa 

ܴ ൌ ඨቀ
௫௫ߪ െ ௬௬ߪ

2
ቁ
ଶ
൅ ௫௬ଶߪ ൌ 76,2 MPa 

ூߪ ൌ ௠ߪ ൅ ܴ ൌ 206 MPa 

ூூߪ ൌ ௠ߪ െ ܴ ൌ 53,8 MPa 

Portanto, ordenando-se ߪଵ ൐ ଶߪ ൐  :ଷ, as tensões principais sãoߪ

ଵߪ ൌ ூߪ ൌ 206 MPa  

ଶߪ ൌ ூூߪ ൌ 53,8 MPa  



ଷߪ ൌ ௭௭ߪ ൌ െ50 MPa 

Logo 

߬୫ୟ୶ ൌ
ଵߪ െ ଷߪ

2
ൌ 128 MPa 

Problema 4 (2,5 pontos) 

 

Considerando-se a simetria: ଵܶ ൌ ଷܶ 

Equilíbrio em ܣ ou ܤ: ଵܶ ൅ ଶܶ ൌ  ܯ

Rotações: 

߶஺ష െ ߶ை ൌ െ ଵܶ

ଵܭ
 

߶஻ష െ ߶஺శ ൌ
ଶܶ

ଶܭ
 

߶஼ െ ߶஻శ ൌ െ ଵܶ

ଵܭ
 

Onde ܭଵ ൌ ସܦܩߨ ⁄ܮ32  e ܭଶ ൌ ସܦܩߨ ⁄ܮ4  

Compatibilidade geométrica: ߶ை ൌ 0, ߶஼ ൌ 0, ߶஺ష ൌ ߶஺శ ൌ ߶஺ e ߶஻ష ൌ ߶஻శ ൌ ߶஻ 

Logo 

߶஺ ൌ െ ଵܶ

ଵܭ
 

߶஻ ൌ
ଵܶ

ଵܭ
 

߶஻ െ ߶஺ ൌ
ଶܶ

ଶܭ
  ֜   2 ଵܶ

ଵܭ
ൌ ଶܶ

ଶܭ
 

E portanto: ଵܶ ൌ ଶܶ 16⁄  

Substituindo-se esse resultado na equação de equilíbrio obtemos: 

ଵܶ ൌ
ܯ
17

  e   ଶܶ ൌ
ܯ16
17

 

(a) O gráfico abaixo apresenta a distribuição da rotação (torção) ao longo do eixo 

 

A máxima rotação, em valor absoluto, ocorre nas seções ܣ e ܤ. Observe que como o carregamento é 

antissimétrico, a rotação é nula no centro do eixo. 

 
ܱ   ܥ

 ܣܤ

 െܣ ൅ܣ െܤ  ൅ܤ

1ܶ  1ܶ 1ܶ  2ܶ  2ܶ 2ܶ 2ܶ 3ܶ 3ܶ 

ܯ

3ܶ

 ܯ

 

ܣ߶ ൌ െ
ܮܯ32
4ܦܩߨ17

ܤ߶ ൌ
ܮܯ32
 4ܦܩߨ17

ܱ ܥ

ܤ

 ܣ

߶

 ݔ

ଵܬ ൌ ସܦߨ 32⁄  

ଶܬ ൌ ସܦߨ 2⁄  

ଵܭ ൌ ଵܬܩ ⁄ܮ  

ଶܭ ൌ ଶܬܩ 2⁄  ܮ



(b) Nos segmentos ܱܣ ou ܥܤ, a maior tensão cisalhante devido à torção ocorre na superfície do eixo 

ݎ) ൌ ܦ 2⁄ ሻ, e seu valor absoluto é ߬ሺܦ 2⁄ ሻ ൌ ଵܶܦ ⁄ଵܬ2 ൌ ܯ16 ⁄ଷܦߨ17 . 

No segmento ܤܣ, a maior tensão cisalhante devido a torção também ocorre em sua superfície 

ݎ) ൌ ܦ2 2⁄ ሻ, e seu valor absoluto é ߬ሺ2ܦ 2⁄ ሻ ൌ ଶܶܦ ⁄ଶܬ ൌ ܯ32 ⁄ଷܦߨ17 . 

 

(c) Tensões normais devido à variação de temperatura ∆ܶ 

 

஺ݑ െ ைݑ
ܮ

ൌ
ܰ
ଵܣܧ

൅  ܶ∆ߙ

஻ݑ െ ஺ݑ
ܮ2

ൌ
ܰ
ଶܣܧ

൅  ܶ∆ߙ

஼ݑ െ ஻ݑ
ܮ

ൌ
ܰ
ଵܣܧ

൅  ܶ∆ߙ

ைݑ ൌ ஼ݑ ൌ 0   ֜    ஺ݑ ൌ െݑ஻ ൌ
ܰ
ଵܣܧ

൅  ܶ∆ߙ

Portanto, combinando-se a segunda com a quarta equação da lista acima, obtém-se 

െ
ܰ
ଵܣܧ

െ ܶ∆ߙ ൌ
ܰ
ଶܣܧ

൅  ܶ∆ߙ

ଵܣ ൌ ଶܦߨ 4⁄  e ܣଶ ൌ ሻଶܦሺ2ߨ 4⁄ ൌ  :ଶ, logoܦߨ

ܰ ൌ െ
ଶܦܧߙߨ2

5
∆ܶ 

A tensão normal nos segmentos ܱܣ e ܥܤ é portanto: 

௫௫ߪ ൌ
ܰ
ଵܣ

ൌ െ
8
5
 ܶ∆ܧߙ

No segmento ܤܣ, a tensão normal é: 

௫௫ߪ ൌ
ܰ
ଶܣ

ൌ െ
2
5
 ܶ∆ܧߙ

 

 

ݕ

ݖ

ሻ࢘ሺ࣎ ൌ ૛ࢀ࢘ ⁄૛ࡶ  

ݔ

 ݕ
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