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Problema 1 (2.5 pontos). 

Equilíbrio: ݂ ൌ 3ܲ ⁄ܮ2  (a força compressiva ܲ é completamente equilibrada pela força de atrito) 
 

݊ሺݔሻ ൌ ൜
3ܲ ⁄ܮ2 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄
0 ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ

 

 
݀ܰ
ݔ݀

ൌ ൜
െ3ܲ ⁄ܮ2 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄

0 ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ
 ֜ ܰሺݔሻ ൌ ൜

െ3ܲݔ ⁄ܮ2 ൅ ܿଵ 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄
݀ଵ ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ

  

 
ܰሺܮሻ ൌ െܲ  ֜ ݀ଵ ൌ െܲ (a força normal no topo da estaca é conhecida) 
 
ܰ൫2ܮ 3⁄ ା൯ ൌ ܰሺ2ܮ 3⁄ ିሻ  ֜   ܿଵ ൌ 0 (além do esforço normal ter que ser contínuo em ݔ ൌ ܮ2 3⁄ , ele 
deve também ser nulo em ݔ ൌ 0, pois assumimos que a força compressiva é completamente 
equilibrada pela força de atrito) 
 

ܰሺݔሻ ൌ ൜
െ3ܲݔ ⁄ܮ2 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄

െܲ ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ
 

 
ݑ݀
ݔ݀

ൌ
ܰሺݔሻ
ܣܧ

 ֜  
ݑ݀
ݔ݀

ൌ ൜
െ3ܲݔ ⁄ܮܣܧ2 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄
െܲ ⁄ܣܧ ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ

 

 

ሻݔሺݑ ൌ ൜
െ3ܲݔଶ ⁄ܮܣܧ4 ൅ ܿଶ 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄
െܲݔ ⁄ܣܧ ൅ ݀ଶ ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ

 

 
ሺ0ሻݑ ൌ 0  ֜   ܿଶ ൌ 0 (deslocamento vertical no ponto ܱ é nulo) 
 
ܮ൫2ݑ 3⁄ ା൯ ൌ ܮሺ2ݑ 3⁄ ିሻ  ֜  ݀ଶ ൌ ܮܲ ⁄ܣܧ3  (deslocamento deve ser contínuo em ݔ ൌ ܮ2 3⁄ ) 
 

ሻݔሺݑ ൌ ൜
െሺܲܮ ⁄ܣܧ3 ሻሺ3ݔ ⁄ܮ2 ሻଶ 0 ൏ ݔ ൏ ܮ2 3⁄

െሺܲܮ ⁄ܣܧ3 ሻሾሺ3ݔ ⁄ܮ ሻ െ 1ሿ ܮ2 3⁄ ൏ ݔ ൏ ܮ
 

 
Variação no comprimento da barra: ݑሺܮሻ ൌ െ2ܲܮ ⁄ܣܧ3  
  

Problema 2 (2,5 pontos).  

 

(1) Equilíbrio em ܤ e ܥ:  ଵܶ ൅ ଶܶ ൌ ܶ 

(2) Rotação no segmento ܥܤ do eixo: ∆ߠ஼஻
ሺଵሻ ൌ ଵܶሺܮ 2⁄ ሻ ⁄ଵܬଵܩ   

(3) Rotação no tubo ߠ∆ :ܥܤ஼஻
ሺଶሻ ൌ ଶܶሺܮ 2⁄ ሻ ⁄ଶܬଶܩ  

(4) Compatibilidade geométrica: ∆ߠ஼஻
ሺଵሻ ൌ ஼஻ߠ∆

ሺଶሻ  ֜   ଶܶ ൌ ሺܩଶܬଶ ⁄ଵܬଵܩ ሻ ଵܶ 

Combinando (1) e (4):    

ଵܶ ൌ
ଵܬଵܩ

ଵܬଵܩ ൅ ଶܬଶܩ
ܶ  e   ଶܶ ൌ

ଶܬଶܩ
ଵܬଵܩ ൅ ଶܬଶܩ

ܶ  

 

 ܣ  െܤ

 ܤ

൅ܤ െܥ

 ൅ܥ

ܥ

൅ܤെܥ

 ࢀ  ࢀ  ࢀ ࢀ ࢀ  ܦ ࢀ

૚ࢀ ૚ࢀ ૚ࢀ
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૛ࢀ ૛ࢀ
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Ângulo de torção:  

ߠ∆  ൌ ஽ߠ െ ஺ߠ ൌ ሺߠ஽ െ ஼ሻߠ ൅ ሺߠ஼ െ ஻ሻߠ ൅ ሺߠ஻ െ  ஺ሻߠ

 ሺߠ஽ െ ஼ሻߠ ൌ ܶሺܮ 4⁄ ሻ ⁄ଵܬଵܩ  

 ሺߠ஼ െ ஻ሻߠ ൌ ଵܶሺܮ 2⁄ ሻ ⁄ଵܬଵܩ ൌ ܶሺܮ 2⁄ ሻ ሺܩଵܬଵ ൅ ⁄ଶሻܬଶܩ  

 ሺߠ஻ െ ஺ሻߠ ൌ ܶሺܮ 4⁄ ሻ ⁄ଵܬଵܩ  

Logo: 

ߠ∆ ൌ
ܮܶ
ଵܬଵܩ2

൤1 ൅
ଵܬଵܩ

ଵܬଵܩ ൅ ଶܬଶܩ
൨ 

Problema 3 (2,5 pontos) 

Notação:  1  Concreto;   2  Arames de aço. 

Equilíbrio: ଵܰ ൅ ଶܰ ൌ ܲ (forças compressivas) 

Deformações:  ߳ଵ ൌ ଵܰ ⁄ଵܣଵܧ  no cilindro de concreto e ߳ଶ ൌ ଶܰ ⁄ଶܣଶܧ  nos arames de aço 

Compatibilidade geométrica: ߳ଵ ൌ ߳ଵ ֜ ଶܰ ൌ ሺܧଶܣଶ ⁄ଵܣଵܧ ሻ ଵܰ 

Logo, a partir da eq. de equilíbrio: ଵܰ ൌ ሺܧଵܣଵ ሺܧଵܣଵ ൅ ⁄ଶሻܣଶܧ ሻܲ  e ଶܰ ൌ ሺܧଶܣଶ ሺܧଵܣଵ ൅ ⁄ଶሻܣଶܧ ሻܲ    

Tensões compressivas:  

ଵߪ ൌ ଵܰ ⁄ଵܣ ൌ ሺܧଵ ሺܧଵܣଵ ൅ ⁄ଶሻܣଶܧ ሻܲ  

ଶߪ  ൌ ଶܰ ⁄ଶܣ ൌ ሺܧଶ ሺܧଵܣଵ ൅ ⁄ଶሻܣଶܧ ሻܲ 

Área total dos arames: ܣଶ ൌ 12ሺܦߨଶ
ଶ 4⁄ ሻ ൌ  3,77 ൈ 10ିଷ m2 

Área total do concreto: ܣଵ ൌ ሺܦߨଶ
ଶ 4⁄ ሻ െ ଶܣ ൌ 1,93 ൈ 10ିଵ m2 

ଵܣଵܧ ൌ 5,58 ൈ 10ଽ N   e  ܧଶܣଶ ൌ 7,54 ൈ 10ଽ N 

ଵߪ ൌ 4,58 ܲ ൏ 16 ൈ 10଺  ֜ ܲ ൏ 3.500  kN 

ଵߪ ൌ 31,6 ܲ ൏ 140 ൈ 10଺  ֜ ܲ ൏ 4.440  kN 

௠ܲ௔௫ ൌ 3.500 kN (o menor valor entre os dois calculados acima)  

Problema 4 (2,5 pontos). 

 

Tensão longitudinal devido ao esforço normal: ߪ௫௫ ൌ ܰ ⁄ܣ ൌ 4ܰ ⁄ଶܦߨ ൌ 10,2 MPa 

Tensão cisalhante devido ao momento torsor: ߪ௫௬ ൌ െሺܦ 2⁄ ሻሺܶ ⁄ܬ ሻ ൌ െ16ܶ ⁄ଷܦߨ ൌ െ40,7 MPa 

௠ߪ ൌ ൫ߪ௫௫ ൅ ௬௬൯ߪ 2⁄ ൌ 5,09 MPa 

ܴ ൌ ට൫൫ߪ௫௫ െ ௬௬൯ߪ 2⁄ ൯
ଶ
൅ ௫௬ଶߪ ൌ 41,1 MPa 
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ூߪ ൌ ௠ߪ ൅ ܴ ൌ 46,2 MPa 

ூூߪ ൌ ௠ߪ െ ܴ ൌ െ36,0 MPa 

ଵߪ ൐ ଶߪ ൐ ଷߪ ֜ ൝
ଵߪ ൌ ூߪ ൌ 46,2 MPa    
ଶߪ ൌ ௭௭ߪ ൌ 0                  
ଷߪ ൌ ூூߪ ൌ െ36,0 MPa

 

߬௠௔௫ ൌ ሺߪଵ െ ଷሻߪ 2⁄ ൌ 41,1 MPa 

 


